Chapitre 3

Equations différentielles

3.1 Généralités

3.1.1 Définition

Une équation différentielle d’ordre n € N* est une équation de la forme :

gy, y . y™) =0, (1)

ou f est une application d'une partie D de R"*! dans R , y est une fonction n fois
contintiment dérivable de la variable z et 3/, y", ...,y les dérivées successives, par
rapport & x, de y. Une solution de (1) est par définition une application n fois
contintiment dérivable qu’on note encore y : I — R ou [ est un intervalle de R tel
que pour tout x € I, on ait :
{ (#.9(2),y/ (@) y" (1), ..,y (2) € D et

fla,y(x).y'(@),y" (@), y™(2)) = 0

3.1.2 Définition

On dit que I'équation différentielle (1) est donnée sous forme résolue, si elle est
du type :

(n)

y™ =gz, y,y,y .y V)

ol g est une application de de R™ dans R.
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

3.1.3 Systéme différentiel

On appel systeme différentiel du 1¢ ordre, tout systéme du type :

v1 = 91(2, 91, Y2, s Yn)

3/2 = gg($7 Y1, Y2, -+ yn)

’

Yp = gn(xayhy% 7yn)

ol Y1, Y2, ---, Y sont n fonctions inconnues de la variable x et ¢y, ..., g, n applications
de R™"*! dans R

3.2 Equations différentielles du premier ordre

3.2.1 Définition

On appelle équation différentielle du premier ordre une équation de la forme
f(z,y,y") = 0 ou sous forme résolue y' = g(z, 7).
Le type le plus simple équation différentielle du premier ordre est y = f(z) ou
f I — R est une application continue définie sur I un intervalle non réduit & un
point.
I'ensemble des solutions est 1’ensemble de toutes les primitives de f soit y(x) =

F(z) 4+ c ot F est une primitive fixée de f et ¢ est une constante arbitraire.

3.2.2 Equations a variables séparables
3.2.2.1 Deéfinition

Une équation différentielle du 1¢" ordre & variables séparables est une équation
de la forme : f(y)y = g(z).
Une telle équation peut s’écrire aussi sous la forme f(y)dy = g(x)dx

ou f et g sont des applications continues sur des intervalles de R
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3.2.2.2 Théoréme

Soient f: I — Ret g: J— R deux applications continues sur des intervalles de
R, F et G des primitives respectives de f et g. Soit .JJ' un sous intervalle de J. Une
application dérivable y : J — I est solution de f(y)y = g(z) si et seulement si il

existe une constante ¢ telle que F(y(z)) = G(z) + ¢ pour tout = € J', c’est a dire

[ fw)dy = [ g(x)dz.

3.2.2.3 Exemple

Soit & intégrer : y/ — xy = 0. Cette équation est équivalente a : y' = zy.
C’est une équation a variables séparables iy' =z
Ce qui implique [ %dy = [ xdz, soit Inly| = L2? + c.

. 12
D’ot y = ke2™ ou k est une constante.

3.2.3 Equations différentielles linéaires du premier ordre

3.2.3.1 Définition

Une équation différentielle linéaire du premier ordre est une équation différen-
tielle de la forme : 3y + f(x)y = g(x) ot f, g : I — R sont des applications continues
définies sur un intervalle I de R non réduit a un point.

Cette équation est dite sans second membre ou homogéne si y' + f(z)y = 0.
L’équation homogeéne est une équation a variables séparables dont une solution gé-
nérale est de la forme

yn = ke F® ol k est une constante arbitraire et F est une primitive de f.

3.2.3.2 principe de résolution

La solution générale de I’équation différentielle linéaire notée y est la somme de
la solution générale de ’équation homogeéne associée y;, et d’une solution particuliére

yp de I’équation différentielle linéaire du premier ordre. Soit : y = y;, + y,.
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3.2.3.3 Recherche de la solution particuliére : méthode de la variation

des constantes

Si y, = ke F® est la solution générale de I’équation homogéne, la méthode de
la variation des constantes consiste & prendre pour nouvelle fonction inconnue la
fonction : x > k() liée & Dlancienne inconnue y par y, = k(z)e @, En dérivant
et en remplacant y, et y; par leurs valeurs dans I’équation différentielle linéaire du

premier ordre on détermine k(z) et par suite y,(x).

3.2.3.4 Exemple

8] |w &

Soit & intégrer I'équation (E) : y — 3y

’ . N ., N / . . N
L’équation homogene associée & (E) est y = 0 ce qui équivaut a

’

y

Y
1
/—dy:/ﬁda:
Yy x

In|y| = 3ln|z| + ¢

]|lw

y = ka®

ou k est constante arbitraire.
La recherche de la solution de la particuliére consiste a trouver une solution parti-
culiére sous la forme y, = k(z)z* donc y;) = 2K (z) + 32%k(z) en remplagant y, et

y;) dans I’équation (E) on a
;3
Yp— —Yp =7

k(z)z® =
/ 1
1
k(x) = ——
()= —
. la solution particuliere est donc y, = —2?. La solution générale de I'équation (E)

3

est donc y = cx® — 22 ol ¢ est une constante arbitraire.
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Intégrer I'équation z(z + 1)y — (v + 2)y = 2

L’équation homogéne associé est z(x + 1)y — (z + 2)y = 0 ce qui équivaut a :

n B x—|—2
y xz(r+1)
2
/ Ly _/ x+ d
(xr+1)
Inly| = ln] ]—I—c
2
x
=k
Yn 1
La solution particuliére est de la forme y, = l{:(q:) -7 donc yp = k/(x);fl +

k(x)% En remplagant dans 1’équation on a :

z(x + 1)y;, —(x+2)y, =2x

/ x? 2%+ 2x x?
Dk (x)—— 4+ k() ——=] — 2)k =2
oo+ D () g+ b (] — (o 2k(e) g =2
K (z)2z® =2z
—2
k(x) = —
(5) ==
La solution particuliére est donc y, = %wx—; = ;—if La solution générale de 1’équa-
tion est y = /’{:I—+1 — ? oA'kestuneconstantearbitraire

3.2.4 Equations de Bernoulli

L’équation de Bernoulli est une équation différentielle du premier ordre de la
forme :
Y+ Ma)y = Bx)y”
oua € R, \et 3 sont des fonctions continues sur un intervalle I de R .
Sia=1lonay + (Az)—B(z))y =0 qui est une équation différentielle du premier
ordre & variables séparables.
Si o # 1 on se raméne & une équation du premier ordre en posant u = y'~®. On

aalors u' = (1 — a)y'y~® puis on remplace dans I'équation et on obtient u’ + (1 —

Mz = (1 — a)5(z)
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3.2.4.1 Exemple

1
y
et @ = —1. On pose u = 32 donc v = 2yy . En remplaA§ant dans I’équation on a

onalz)=-1,8(z)=1

x )

Soit a résoudre I’équation différentielle : 3/ — %y =

u — Z%U = 2 . L’équation homogéne associé est : v’ — Q%u = 0 dont la solution est
up, = ka?
La solution particuliére est de la forme u, = k(z)z? donc u;? = k' (2)2® 4 2xk(z) puis

en remplacant dans ’équation on a :

K (x)a? 4 2xk(z) — g35%(36) =2

x
/ 2
2
k(x) =——
(5) = —=
Une solution particuliere est donnée par u, = —2z La solution de I’équation d’in-

connue u est u = kz? — 2. On en déduit la solution de I’équation d’inconnue y qui

est donnée par : y = £vVkx? — 2z

3.3 Equations différentielles du second ordre

3.3.1 Définition

On appelle équation différentielle du second ordre, une équation de la forme :

flz,y,y,y) =0.

Une telle équation peut encore se mettre sous la forme résolue

y' =gz, y,y)

ol y est une fonction inconnue de z.
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3.3.2 Equation incompléte

. A . L, N " ’
Si dans I’équation sous forme résolue, y n’apparait pas , on a alors y = g(z,y )
/ N N . , . . , . . .
En posant y = z on se rameéne a l'intégration successive de deux équations différen-

tielles du 1¢" ordre c’est a dire :

z =g(x,z)
et
y =z
3.3.2.1 Exemple
Soit & intégrer I’équation : 3" — x%ly/ = 2 posons y = z on obtient z' — x—ilz =2

2

, . . ., ’ . , .
dont I’ équation homogeéne associée est z — z = 0 ce qui est équivalent :

x+1
z’_ 2
2 r+1
1 2
—dz = dx
z r+1

In|z| = 2ln|z + 1|

Soit 2;, = k(z + 1)%. La solution particuliére est de la forme 2, = k(x)(z + 1)? donc

z;) = k'(z 4+ 1)? + 2(x + 1)k(z). En remplacant dans 1’équation on a :

/

k(z)(z+1)% +2(z + 1)k(x) —

oy 1k($)(9c +1)2=2

/

E(z)(x+1)7?=2
2
k(z) = —
(@) =-—"7
Dot z, = —2(z + 1) par suite z = k(z + 1) — 2(z + 1) on en déduit y = k(z +
1?2 —2(z+1) cest a direy = E(z +1)> — (z + 1)?
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3.3.3 Equations différentielles linéaires du 2"? ordre & coef-

ficients constants

3.3.3.1 Définition

On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants,

une équation différentielle de la forme :
Y +ay + by = c(x)

ou a, b sont des constantes et ¢ est une fonction continue sur un intervalle I de R a
valeurs dans R
L’équation différentielle linéaire du second ordre est dite homogéne ou sans second

membre, si elle est de la forme :

y" —|—ay/ + by = 0.

Remarque : L’équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients
constants peut s’écrire sous la forme générale dy” + ay’ + by = c(x). Cette forme gé-

nérale se rameéne sous la forme précédente en divisant chaque membre par d (d # 0).

3.3.3.2 Résolution de I’équation homogéne associé

Pour déterminer la solution générale de I’équation homogéne vy + ay + by = 0,
on cherche deux solutions linéairement indépendantes de la forme y = €"* ou r est
un nombre & déterminer. Donc y = re’™® et y' = r2¢’* puis en remplacant dans
I’équation homogeéne on a :

(r* +ar +b)e™ =0
soit
r? +ar+b=0
Le polynome P(r) = r? + ar + b est appellé polynome caractéristique et I’équation

r2 4+ ar + b = 0 est appellée équation caractéristique.

Si l'équation P(r) = 0 admet deux racines distincts réelles r; et ro alors la solution
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générale de I’équation homogene est : y;, = Ae™*+pe™” o A et p sont des constantes
arbitraires.

Si I'équation P(r) = 0 admet une racine double r alors la solution générale de
I'équation homogene est de la forme y, = (Az + p)e™ o A et p sont des constantes
arbitraires.

Si I'équation P(r) = 0 admet deux racines complexes conjuguées 11 = p + iw et
ro = p — iw alors la solution générale de 1’équation homogeéne est y, = (Acos(wz) +
psin(wz))e’” ou A et pu son des constantes arbitraires.

Exemple : intégrer équation y 46y +25y = 0 . L’équation caractéristique associé
est 72 +6r+25 = 0 le discriminant réduit A" = 9—25 = —16 et les racines complexes
sont r, = —3 — 47 et 7o = —3 + 4¢. Par suite la solution générale de ’équation

homogene est y, = (Acos(4x) + psin(4z))e 3

3.3.3.3 résolution de I’équation compléte

Pour résoudre 1'équation compléte y” + ay’ + by = c¢(z) , on cherche la solution
générale de ’équation homogéne associée y, puis on cherche une solution particu-
liere y, de I’équation compléte. La solution générale del’équation compléte y est la

somme Y = Yp + Yp-

(a) Principe de superposition

Dans la recherche d’une solution particuliére de I’équation compléte si le second
membre ¢(z) est une somme de fonctions ¢;(z) c'est a dire c¢(x) = Y. ¢i(x) -
On cherche pour chaque ¢ = 1,---,n une solution particuliére y,, de I'’équation

y" 4+ ay + by = c;(x). Une solution particuliére de I'équation compléte est donc

donné par : y, = Z?zl Yps

(b) Si ¢(z) est un polynoéme de degré n.

On cherche y, sous la forme d’un polynome :
-de degré nsib#0

-dedegré (n+1)sib=0et a#0
-dedegré (n+2)sia=0etb=0
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(c) Si c(x) est de la forme Q(z)e™ ou @Q(x) est un polynéme de degré n, et
a un réel.

T on () est un polyndéme qui est tel

On cherche y, sous la forme y,(z) = Q1(x)e
que :

-deg()1 = n si a n’est pas racine du polynoéme caractéristique

-deg(); = n + 1 si « est une racine simple du polynéme caractéristique
-deg()1 = n + 2 si «a est racine double du polynome caractéristique

Exemple : soit a intégrer : y' + 2y +y = z%e® . Le polynome caractéristique

est P(r) = r* + 2r + 2 dont la racine double est donné par ry = —1 la solution
générale de ’équation homogéne est donc y, = (Ax + p)e™® . On cherche la
solution particuliére y, sous la forme y, = (az? + Bz + 7)e”. On en déduit

y; = (a2’ + (2a+ B)z + B+ 7)e” en remplagant dans I'équation on obtient o = 1 ,
1 _ 3
p=gzety=3

La solution particuliére est donc y, = (3

2 _ 1 3\, : :
177 — 57 + 3)e” , par suite la solution de

P’équation compléte est donné par y = (Az + p)e ™ + (j2° — 32+ 3)e”

(d) si ¢(x) est de la forme c(z) = (Q(z)cos(wx) + R(z)sin(wz))e’” ou w € R* |
p € Ret Q, R sont des polynémes
On cherche y, sous la forme y, = (Q1(x)cos(wx) + Ry(x)sin(wx))e” o @y et

Ry sont des polynomes tels que (degQq,degRi) = k + maz(degQ,degR) avec
k_{oaP@+mo¢o

; ou P est le polyndéme caractéristique.

1si P(p+iw) =0
Exemple : intégrer 'équation y* — 2y’ + 2y = 2¢e®sin(x)
L’ équation homogéne est y” —21'+2y = 0 et les racines du polynome caractéristique
sont 1414 et 1 — ¢ et la solution de I’équation homogene y;, = (Acos(x) + psin(z))e®
Nous avons | = 1, w =1, R(z) = 2 et Q(x) = 0 ,maz(degQ,degR) = 0 ,
P(14i) =0,k =1et (degQ,degR;) =1 et donc Q1(z) = ax+ 5, Ri(x) =vyx+46

avec a , 3, v et § sont & déterminer. On a :
yp = [(ax + B)cos(x) + (yx + d)sin(x)|e”

y]; = [(vx + 0+ a+ azx + fB)cos(x) — (ax + + —v + v + §)sin(z)]e”
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En remplagant dans I’équation on obtient y, = —xzcos(x)e” par suite la solution de

I’équation générale de 1’équation compléte est

T

y = (Acos(z) + psin(x) — xcos(x))e
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